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Resumo: Um bom exemplo do uso de disciplinas de computagdo e programagdo, nos cursos
de engenharia, dando suporte ao desenvolvimento da multidisciplinaridade, é a intera¢do
destas com o cdlculo numérico. O problema considerado neste artigo é a geragdo de um
algoritmo que seja capaz de resolver através de métodos numéricos a integral de uma fungdo
complexa de dominio real (R—C) com uma abordagem didatica e pedagogica. Para tanto,
revisamos as teorias relativas a integra¢do numeérica de fungoes reais pelo Método dos
Trapézios e também numeros complexos, desenvolvemos e implementamos um algoritmo,
orientado a objetos, nas linguagens C++ Builder e Delphi. Este trabalho foi resultado de um
projeto de pesquisa desenvolvido pela Escola de Engenharia da UPM (Universidade
Presbiteriana Mackenzie) e patrocinado pelo fundo do Mackpesquisa da mesma
universidade. A idéia da apresentagdo do trabalho para o COBENGE 2005 é compartilhar
com a comunidade académica o conjunto de experiéncias acumuladas com o projeto.

Palavras-chave: M¢étodo dos trapézios, Numeros complexos, Computacdo, Programacao,
Calculo Numérico

1. INTRODUCAO

Nos cursos de engenharia existem vdrias disciplinas que se complementam na formagao
do aluno. Um caso tipico e bem freqiiente ocorre entre as disciplinas que abordam o
desenvolvimento de programas de computador de cunho cientifico e as que trabalham com os
mais variados métodos matematicos. Na Escola de Engenharia da Universidade Presbiteriana
Mackenzie (EEUPM), pode-se referenciar as disciplinas de Computagdo Basica e
Programacao I e II e a disciplina de Célculo Numérico como exemplos desta afirmacao.

Para o atual artigo, optou-se em abordar o desenvolvimento de um algoritmo que use um
método numérico de célculo da integral de uma fun¢ao complexa de dominio real.

O presente estudo foi realizado durante um projeto de pesquisa para o curso de
Engenharia Elétrica da EEUPM, e foi patrocinado pelo fundo Mackpesquisa da Universidade
Presbiteriana Mackenzie (UPM), no ano de 2002.

Para maior fluéncia, no decorrer do texto omitiremos algumas citagdes referentes a
Programagdao (BARROS ET AL. (2003) e BARROS ET AL. (2000)), referentes a Numeros
Complexos (ROSA NETO (1981), SONNINO E MIRSHAWKA (1965) e VIGGIANI (1968))
e referente ao Calculo Numérico (ZAMBONI E MONEZZI JUNIOR (2002)).



2. CONCEITOS TEORICOS NECESSARIOS

Para o desenvolvimento de uma solugdo satisfatoria foram necessarios conhecimentos
basicos em trés segmentos distintos: o método numérico para o célculo da integral; os
conceitos referentes as operagdes com numeros complexos; a familiaridade com uma
linguagem de programacao orientada a objetos.

2.1 O método dos trapézios de integracdo numérica

Na disciplina de Calculo Numérico, ha a oportunidade de se ensinar muitos métodos de
calculo passiveis de serem programados em computadores e calculadoras e, em especial, com
orientacao a objetos.

Um topico particularmente interessante ¢ o assunto que trata da integracdo numérica, pois
se pode apresentar aos alunos uma visdo comparativa entre métodos como, por exemplo,
Meétodo dos Trapézios, Método de Simpson 1/3, Método de Simpson 3/8 e Método de
Weddle.

Devido a sua maior abrangéncia, bem como sua simplicidade, optou-se em desenvolver
os estudos fazendo uso do Método dos Trapézios. Este trata do somatorio da area de varios
trapézios de altura constante e de bases calculadas pela funcdo em andlise. Desta forma,
conforme ilustrado na “Figura 17, uma funcao real qualquer e continua em um intervalo pode
ser aproximada por pequenos segmentos de reta e estes, por sua vez, podem aproximar a
integral da funcdo entre os limites dados.
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Figura 1 — Integracdo numérica
Algumas considera¢des importantes sobre a “Figura 17 sdo:
Xo=a (1)
X, =b (2)
h=0b-a)/n 3)
X;i=Xxgtih (4)
vi = f(x;) (uma fungdo qualquer) (5)

Integral =h - (yo/2+y, /2 +y;+y,+ ...+ yuy) (6)



Onde a “equacgdo (1)” e a “equagdo (2)” sdo, respectivamente, os limites inferior e
superior da integral, a “equacdo (3)” o passo de integracdo que representa a altura constante
de cada um dos trapézios, a “equacao (4)” €, em progressao aritmética, o conjunto dos pontos
do eixo x usados para calculo das bases dos trapézios, a “equacdo (5)” ¢ a fun¢do integrando e
a “equagao (6)” ¢ a formula de integragao obtida pelo método dos trapézios.

Convém ressaltar que, neste método, como a precisdo do resultado ¢ proporcional a
quantidade de trapézios, o computador se torna uma ferramenta de calculo imprescindivel,
pois podemos dividir a drea da funcdo em milhares de trapézios (o que seria praticamente

impossivel de se calcular manualmente), aumentando assim a qualidade do resultado.
2.2 Operacoes basicas com numeros complexos

Uma das formas de representacdo geométrica de um numero complexo (z = x + y-i) € pelo
posicionamento, em um plano cartesiano, de sua parte real (x) e sua parte imagindria (). Isto
pode ser visto na “Figura 2”. A parte imaginaria ¢ multiplicada, algebricamente, pelo nimero
V-1 para o qual se convencionou utilizar a letra latina i, conforme a “equacdo (7)”.

i=~—1 (7
Outra forma de representacio geométrica de um nimero complexo (z = re'? = r<6) é

pela utilizagdo de um raio () e um angulo horizontal (6). A “Figura 2” também ilustra tal
representacao.

eixo Imaginério

polo » cixo Real

Figura 2 — Representagdes geométricas de um niimero complexo

A expressdo “z=x+y-i” ¢ chamada de forma cartesiana do numero complexo, “z=r<8”
de forma polar e “z = r~¢"?” de forma exponencial. Sendo “x” a componente do eixo Real
(R), “y»” a componente do eixo Imaginario (C), “r” a distancia do valor complexo até a
origem dos eixos e “6” o angulo formado entre o eixo Real (R) e a reta que liga o valor
complexo a origem dos eixos.

As operagdes matematicas de adi¢ao e subtragdao sdo desenvolvidas mais facilmente na
forma cartesiana conforme “Tabela 17, enquanto que as operagdes de multiplicacdo e divisao

sa0 mais faceis na forma exponencial ou também na forma polar conforme “Tabela 2”.



Tabela 1 — Operagdes na forma cartesiana

Dados z; € z, onde: z;=x;+y;i e z;=x,+yi

Adiga0: zZeyy = 21+ 22 Subtragao: zges, = z1 - 22

ZResp = (X1t X2) + 1+ Y2)T | ZRep = (X1-X2) + (Vi-¥2) i

Tabela 2 — Operagdes na forma exponencial e polar

Dados z; € z, onde: z;=re%=r<0 e z=rré%=r<6

Multiplica¢ao: z., = z, - 2, Divisao: zx., = z,/ z,

ZResp = (Y1'72) O = (rpr) < (61+6)) ZResp = (11/72) O = (r1/r) < (01-0,)

A partir destes conceitos pode-se aplicar este tipo de nimero em varios segmentos do
conhecimento humano, desde que a interpretaciao dos resultados seja valida.

Em alguns casos ha a necessidade do calculo de fung¢des que, a partir de um numero real
(dominio), retornem um numero complexo (contradominio). Nestes casos uma interpretagao
geométrica e didatica se faz conveniente: a fun¢do se comportaria como um ponto movendo-
se em um plano formado pelos Eixos Real e Imaginario (contradominio), e este plano
transladar-se-ia ao longo do um Eixo do dominio conforme a “Figura 3”.

Na “Figura 3” ilustra-se o tracado do valor obtido de uma funcdo qualquer
fi R—>C, onde z=f(p), R ¢ o conjunto dos nimeros reais (dominio) e C ¢ o conjunto dos
nimeros complexos (contradominio).

Eixeo Imaginaric

Eito do Domitio

Figura 3 — Representacao de f: R—>C



O tragado da fun¢ao pode ser mais facilmente compreendido se forem observadas as suas
projegoes no plano formado pelo eixo Real (R) e pelo eixo do dominio (p) e o plano formado
pelo eixo imaginario € o eixo do dominio (p). Este tracado tridimensional projeta uma
“sombra” em cada um dos dois planos.

A “Figura 4” evidencia didaticamente tais “sombras”.

Eixo Imaginario

sombra no plano
Eino Imaginario - Eixo do Dominio

e

Etio Real

sombra no plano
Eino Real - Eino do Dominio

Eito do Dominio

Figura 4 — “Sombras” da funcao

O interessante ¢ que com essa abordagem também fica facil entender o significado de
uma integracao da fungdo que retorna valores complexos, conforme a “equagio (8)”.

I= Tf(p)dp = }[fx(p)+ﬂ,(p)-i]dp = fo(p)dp}+ﬁf)(p)dp]i =1, +1,i (8)

Onde 7 ¢ um valor complexo que representa o resultado da integragdo entre m e n na
varidvel p do dominio.

Por aproximagdo pode-se aplicar qualquer um dos métodos numéricos de integracdo em
cada uma das “sombras” para se obter o resultado / esperado.

A integragdo “sombra real” (plano Eixo Real — Eixo do Dominio) resultard no valor real
de 7 (1) e a integragdo da “sombra imagindria” (plano Eixo Imaginario — Eixo do Dominio)
resultara no valor imaginario de 7 (1,).

A “Figura 5” mostra de forma didatica e geométrica o significado da “equacdo (8)”, uma
vez que se trata de uma integragdo que relaciona as partes real e imaginaria de uma fungao
complexa de dominio real.
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Figura 5 — Regido de integracao

2.3 Familiaridade com os conceitos computacionais

Para o problema em questdo julgou-se interessante a criagdo de: uma classe especifica
para tratar da representacdo ¢ manuseio do conceito “ponto”, a classe TPonto; uma outra
classe herdeira da classe TPonto especifica para registro e operacdo do conceito de “numero
complexo”, a classe TComplexo; e uma fung¢do para teste que retorne valores do tipo
TComplexo.

A estrutura da classe do tipo TComplexo pode ser observada na “Figura 6”, onde os
métodos descritos destinam-se a efetuar as quatro operacdes basicas com um ndimero
complexo, além de permitir que um niimero complexo seja multiplicado por um niimero real.

class TComplex : public TPonto //Herda caracteristicas de TPonto
{

private:

protected:

public:

TComplex CSoma (TComplex P); //Método para calcular a soma
TComplex CSubt (TComplex P); //Método para calcular a subtracdo
TComplex CMult (TComplex P); //Método para calcular o produto
TComplex CDivi (TComplex P); //Método para calcular a divisdo

TComplex ProdNum ( double n); //Produto de complexo por numero
i

Figura 6 — Cabegalho da classe TComplex, desenvolvido em C++

A computagdo das operacdes aritméticas com numeros complexos sé € possiveis gragas
ao tratamento de valores cartesianos e polares desenvolvidos na classe basica TPonto, de onde
se herda a seguranca do encapsulamento dos dados nos dois formatos, conforme a “Figura 7”.



class TPonto

{

private:

protected:
double x,vy; //Coordenadas cartesianas
double r,a; //Coordenadas polares
void CarToPol () ; //Converte de cartesiana para polar
void PolToCar(); //Converte de polar para cartesiana
void Verifical(); //Verifica 0 < a < 2*Pi

public:
TPonto (double xp=0.0, double yp=0.0); //Construtor
void SetCar (double xp, double yp); //Captura ponto no formato cartesiano
void SetPol (double rp, double ap); //Captura ponto no formato polar
double GetX():; //Retorna X (formato cartesiano)
double GetY():; //Retorna Y (formato cartesiano)
double GetR(); //Retorna Raio (formato polar)
double GetA(); //Retorna Angulo (formato polar)
double Dist (TPonto P); //Distdncia até outro ponto
TPonto PtoMed (TPonto P); //Ponto médio até outro ponto

}i

Figura 7 — Cabecalho da classe TPonto, desenvolvido em C++

Finalmente, para efeito de teste, torna-se necessario a programac¢ao de uma func¢ao do tipo
R—C que, em termos de linguagem de programacao, significa uma fun¢do onde se introduza
um valor do tipo ponto flutuante e se retorna uma instancia da classe TComplexo, conforme a
“Figura 8.

TComplex Funcao ( double p)
{
TComplex Aux;

Aux.SetCar (sqrt (fabs (p)) ,pow (p,2)) ; //Exemplo de cdlculo de Aux=f (p)
return Aux;

}

Figura 8 — Funcao desenvolvida em C++

3. PROGRAMACAO DO ALGORITMO

Uma vez dominados os conceitos tedricos basicos sobre integragdo numérica e nlimeros
complexos, além de se ter desenvolvido o ferramental computacional necessario para a boa
programacao do problema, torna-se facil codificar o algoritmo em busca do reuso das classes
propostas e também da fungao.

Utilizando a “equacdo (8)”, na qual os dados de entrada sdo os limites de integracdo
(inferior m e superior n), ¢ a fungdo de interesse f(p), que ja foi devidamente programada, o
algoritmo de integragdo poderd ser confinado em uma funcdo como a que pode ser vista na
“Figura 9”.



Integracdo pelo método dos trapézios
Dados:
-> Limite inferior -> funcdo f (p)

n -> Limite superior -> fung¢do f (p)
d -> Numero de divisdes da integral
1 -> Varidvel de controle da Integragdo Numérica
Ie) -> Passo de cdlculo no intervalo [m,n]
Aux -> Aux = Fung¢do(m+i*p), para o calculo dos trapézios
S -> Somatdria das &dreas trapezoidais
___________________________________________________________________________ * /
TComplex Integral ( double m, double n)
{
TComplex Aux,S; //Cria varidveis complexas
int d=1000; //Define o numero de divisdes da integral
double p=(double) (n-m)/d; //Passo do cdlculo
S.S5etCar(0.0,0.0); //Zera o valor da somatdria
for (int i=0;i<=d;i++) //Controle da rotina
{
Aux=Funcao (m+i*p) ; //Cdlculo de cada aresta f(p)
if ((i==0) || (i==d)) //Se for a la ou a ultima aresta
Aux=Aux.ProdNum (0.5) ; //usa sé a metade do valor
S=S.CSoma (Aux) ; //Acumula o valor calculado
}
S=S.ProdNum (p) ; //Multiplica a somatdria pelo passo
return S;

}

Figura 9 — Fun¢do desenvolvida em C++Builder
4. APLICACAO DO ALGORITMO

Uma boa forma para se ter certeza de que o assunto estudado foi bem entendido pelo
discente ¢ aplica-lo em um caso real.

Em 2002, a Prof* Dr* Yara Maria Botti Mendes de Oliveira liderou um projeto de
pesquisa, patrocinado pelo fundo do Mackpesquisa da UPM, cujo titulo era: “Distribui¢do de
Campos Elétrico e Magnético no Corpo Humano Devido a Linhas de Transmissdo de
Energia (60 Hz)”.

A integra do resumo, do relatério interno, da pesquisa desenvolvida € apresentado abaixo:

“As linhas de transmissdo de energia elétrica, na faixa de 60 Hz geram campos elétrico
e magnético no ambiente. A propagacgdo desses campos no espago se constitui em um tipo de
radiagdo, denominada ndo ionizante. A expansdo das aplicagoes de equipamentos elétricos e
eletronicos, que produzem campos elétricos e magnéticos, nas mais variadas atividades
humanas, aumenta o grau de exposicdo do homem a esse tipo de radiagdo e
conseqiientemente os riscos as sua saude. Os campos elétricos e magnéticos estdo presentes
em qualquer lugar e por essa razdo a populagdo encontra-se atualmente sujeita a uma maior
exposicdo e seus possiveis efeitos. A associagcdo entre a exposi¢do do ser humano a esse tipo
de radiagdo ndo ionizante e possiveis riscos a saude vem sendo objeto de estudos por
cientistas e pesquisadores. Alguns estudos mostraram que criangas que viviam proximo de
linhas de transmissdo de energia apresentaram maior incidéncia de um tipo de cdancer
(leucemia). Outros estudos, porém, ndo confirmaram essa relag¢do de causa e efeito.Trata-se
de um assunto bastante polémico, que pela sua relevancia, é tema de um projeto da
Organiza¢do Mundial de Saude, o EMF Project - Projeto Internacional de Campos
Eletromagnéticos, iniciado em 1998 envolvendo pesquisadores do mundo inteiro, com o
objetivo de verificar cientificamente se a radiagdo ndo ionizante é ou ndo a causa de doengas
como cancer”.



Os calculos da referida pesquisa necessitavam de um aprofundado conhecimento dos
conceitos pertinentes a nimeros complexos.

Apos a devida interpretacao dos dados coletados na pesquisa, solicitou-se aos professores
da disciplina de Computagdo Bésica e Programagao I e II que desenvolvessem um aplicativo
capaz de calcular diversos casos do problema em estudo.

O software foi desenvolvido em ambiente visual de programagdo, Delphi da Borland,
fazendo uso dos mesmos algoritmos apresentados no presente artigo.

Uma de suas tela pode ser vista na “Figura 10”.
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Yi= m E== 300 m dx= 10000 3 qi4 Ho=

fo=
Tipo Relatodrio de Analise
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L=1.05m
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St Ic= 30 A
H Calculo do= wetores parciais:
————— Vetor H1
— ¥ lyl= + 0,6418203 — 0,0000000 1
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Figura 10 — Tela de aplicativo desenvolvido em Delphi
5. CONSIDERACOES FINAIS

Como ja foi mencionado no artigo BARROS ET AL. (2004), a nossa maior preocupacao
¢ que o atual conhecimento abordado nas disciplinas de computacdo e programacao, que
permite calcular as mais variadas fungdes, sejam elas complexas ou ndo, ndo se perca com a
seducdo de usar “aplicativos enlatados” que cada vez mais aparentemente resolvem tudo.



Quando o conhecimento se perde o seu resgate pode se tornar custoso, passar a ser
dominio de umas poucas empresas que o confinam em chips de computadores que serdo
vendidos a elevados precos.

No presente trabalho houve a possibilidade da criacdo de uma verdadeira ferramenta de
calculo que pode proporcionar assisténcia a uma pesquisa séria em outra area de
conhecimento humano.

Recomenda-se que cada colega professor busque registrar as pequenas pérolas do saber
de suas disciplinas, antes que seja tarde.
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Abstract: A good example of the use of disciplines of computation and programming, in the
courses of engineering, giving support to the development of multidisciplinarity, is its
iteration with numerical calculus. The considered problem in this paper is the generation of
an algorithm that is capable to solve by numerical methods the integral of a complex function
with a real domain (R—C) in a didactic and pedagogic point of view. In such a way, we
review the theories about numerical integration of real functions using Trapeze’s Rule and
also complex numbers, develop and implement an algorithm, with objects orientation in C++
Builder and in Delphi languages. This works had been resulted of a project of research
developed by the Escola de Engenharia da UPM (Universidade Presbiteriana Mackenzie)
and sponsored by the fund Mackpesquisa of the same university. The idea of the presentation
of the work for COBENGE 2005 is to share with the academic community the set of
experiences accumulated with the project.

Key-words: Trapeze’s Rule, Complex number, Computation, Programming, Numerical
Calculus



